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Re´sume´
Nous donnons une forme canonique semi-locale pour les feuilletages legendriens sur une varie´te´ de contact. Ce
re´sultat ge´ne´ralise une forme canonique locale donne´e par Libermann et Pang au voisinage d’une sous-varie´te´ de
Legendre transverse, et est a` mettre en paralle`le avec un re´sultat semi-local de Weinstein dans le cas symplectique.
Au cours de la de´monstration, nous introduisons une classe de cohomologie qui mesure l’obstruction a` rendre plat
un feuilletage en modifiant la forme de contact.
Abstract
Semi-local form of Legendrian foliations. We describe a semi-local canonical form for Legendrian foliations
on contact manifolds in the neighbourhood of a Legendrian submanifold. This result generalizes local results by
Libermann and Pang on Legendrian foliations on contact manifolds, and is analogeous to a semi-local result by
Weinstein in the symplectic case. For the proof, we introduce and use a class of cohomology that obstructs the
possibility to make a Legendrian foliation flat.
Abridged English version
Weinstein [9] proved that a neighbourhood of a Lagrangian submanifold transverse to a given La-
grangian foliation is symplectomorphic to the cotangent bundle of the transverse manifold. Under, this
isomorphism, the leaves of the Lagrangian foliation correspond to the fiber the cotangent bundle. The
cotagent bundle is therefore the unique semi-local model for Lagrangian foliations in a neighbourhood
of a Lagrangian and transverse submanifold. For contact manifolds, what correspond to Lagrangian fo-
liations (resp. submanifolds) are Legendrian foliations (resp. submanifolds). Libermann [6] and Pang [8]
have established that, for a Legendrian submanifold transverse (in a sense given by (1), which is not the
usual sense) to a Legendrian foliation, the local model is the jet bundle. There is however, a function
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that comes into the picture and whose failure of being constant measures the non-flatness of the initial
foliation. The purpose of the present note is to describe the semi-local model in this same very context.
Our work in mainly based on ideas and results by Libermann [6], but it adds to them a new cohomo-
logical idea (which is in some sense implicit in [6]). More precisely, we construct a class of cohomology
that obstructs the possibility to gauge the contact form by multiplication by a non-zero function in order
to make it flat - i.e. the Reeb vector has a flow that preserves the foliation. In the neighbourhood of a
transversal Legendrian manifols, this obstruction class is zero, and therefore allows to gauge the contact
form to find a simplified semi-local model, then to ”un-gauge” it to find the semi-local model for the
initial contact form.
In short, there are two main results in this paper. The first one states that there is a class in the H1 of
functions constant on the leaves of a Legendrian foliation F on a contact manifold (M, θ) which vanishes
if and only if there is a non-zero function F such that F is flat with respect to the contact form Fθ. The
second one is the following:
Theorem 0.1 Let (M, θ) be a contact manifold equipped with a Legendrian foliation F . Any Legendrian
submanifold N of M transverse to F in the sense that, for all n ∈ N :
TnN ⊕ TnF ⊕ 〈η〉 = TnM, (1)
admits a neighbourhood diffeomorphic to a neighbourhood of the zero section in the space of jets, namely
T ∗N × R → N , through a diffeomorphisms that maps N to the zero section, that maps F on the fibers
of the projection T ∗N × R→ N × R and maps θ to a 1-form that reads Hdt+ λ with H a function that
never vanishes in a neighbourhood of the zero section and λ the Liouville form on T ∗N .
1. Introduction
Soit (M, θ) une varie´te´ de contact [3,7] de dimension 2n + 1. On appelle feuilletage legendrien un
feuilletage F dont les feuilles sont des sous-varie´te´s de dimension n telles que, en tout point m ∈ M ,
l’espace tangent TmF a` la feuille passant par m est compris dans le noyau de θ.
De meˆme que toute varie´te´ symplectique de dimension 2n admet localement des coordonne´es de Dar-
boux, dont le mode`le local est un voisinage de la section nulle dans T ∗Rn → Rn, munie de la forme
canonique
∑n
i=1 dqi ∧ dpi, il est bien connu [3] que toute varie´te´ de contact a pour mode`le local le fibre´
des jets, c’est-a`-dire un voisinage de la section nulle dans T ∗Rn×R→ Rn×R, munie de la forme canonique
dt+
∑n
i=1 pidqi. Dans le cas symplectique, lorsqu’un feuilletage lagrangien est donne´, ce diffe´omorphisme
local peut eˆtre choisi de sorte que le feuilletage se transporte sur les fibres de la projection canonique
T ∗Rn → Rn. Y. Pang [8] et particulie`rement P. Libermann [6] de´montre`rent que, dans le cas d’une varie´te´
de contact munie d’un feuilletage legendrien, ce feuilletage legendrien peut aussi eˆtre transporte´ sur les
fibres de la projection canonique T ∗Rn × R → Rn × R. Dans ce cas ne´anmoins, l’expression de la forme
de contact ne peut pas eˆtre totalement simplifie´e, mais on obtient seulement qu’elle est de la forme :
Hdt+
n∑
i=1
pidqi (2)
ou` H est une fonction qui de´pend en ge´ne´ral de toutes les variables p1, q1, . . . , pn, qn, t et ne s’annule
jamais dans un voisinage de la section nulle.
Dans le cas symplectique, ces the´ore`mes locaux ont e´te´ ge´ne´ralise´s en des the´ore`mes semi-locaux, c’est-
a`-dire valables au voisinage d’une sous-varie´te´ N lagrangienne transverse a` un feuilletage lagrangien, par
Weinstein [9]. Dans cette note, nous proposons un analogue semi-local en ge´ome´trie de contact et au
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voisinage d’une sous-varie´te´ legendrienne N tranverse (en un sens donne´ dans l’e´quation (??), sens qui
diffe`re du sens usuel) au feuilletage legendrien.
Notre ide´e est en fait de se ramener au cas plat, c’est-a`-dire au cas ou` la fonction H qui apparaˆıt dans (2)
peut eˆtre choisie constante - ce qui revient a` supposer que le feuilletage legendrien est pre´serve´ par le champ
de Reeb. Un feuilletage legendrien F n’est e´videmment pas toujours plat, mais si on autorise a` multiplier
la forme de contact par une fonction qui ne s’annule jamais, on peut localement rendre F plat. Une classe
de cohomologie, qui se trouve dans une cohomologie naturellement associe´e au feuilletage, va donner
une obstruction a` la possibilite´ de faire cette ope´ration globalement. Il se trouve qu’au voisinage d’une
sous-varie´te´ de Legendre transverse, cette classe d’obstruction s’annule, ce qui permet la simplification.
Nous aimerions pre´ciser aussi que notre re´sultat semi-global diffe`re de celui obtenu par Pang [8] sur
les feuilletages legendriens. Celui-ci en effet obtient des re´sultats semi-globaux, voire globaux, mais en
conside´rant le cas ou` les feuilles sont compactes et simplement connexes, ce qui ne peut jamais eˆtre
lorsqu’on se place au voisinage d’une transversale.
2. Une obstruction a` la platitude des feuilletages de Legendre
Soit (M, θ) une varie´te´ de contact de dimension 2n+1, et η son champ de Reeb. On munit (M, θ) d’un
feuilletage de Legendre F . On dit que F est plat pour θ si la forme fondamentale de´finie par Y. Pang [8]
ainsi :
−ıηLXLY θ = ı[X,η]∧Y dθ pour tous champs de vecteurs X,Y tangents a` F
est nulle (notons que cette notion correspond a` la notion de feuilletage ω-complet chez [6]). Plus simple-
ment, ainsi qu’il de´coule 1 des propositions 2.4, 2.6 et du corollaire 2.10 de P. Libermann [6], le feuilletage
legendrien F est plat pour θ si et seulement si le champ de Reeb η pre´serve F .
On dira qu’un feuilletage legendrien F sur une varie´te´ de contact (M, θ) sur une varie´te´ de contact est
applatissable s’il existe une fonction f ∈ C∞(M,R∗) telle que F soit plat pour la forme de contact fθ.
Notons que si une telle une fonction existe, on peut la choisir strictement positive. Nous allons dans cette
section caracte´riser en terme cohomologiques les feuilletages de Legendre applatissables.
Lemme 2.1 Soit N une varie´te´ et soit H une fonction, de´finie dans un voisinage de N dans T ∗N ×R,
qui ne s’annule jamais. Il existe un voisinage de N dans T ∗N × R sur lequel :
(i) Hdt+ λ est une forme de contact (ici λ de´signe la forme de Liouville sur T ∗N),
(ii) l’application mH de T
∗N × R→ T ∗N × R de´finie par
(α, t) 7→ (Hα, t) pour tous α ∈ T ∗M , t ∈ R,
est un diffe´omorphisme sur son image,
(iii) Ce diffe´omorphisme e´change les formes de contact H(dt+ λ) et ((m−1H )
∗H)dt+ λ.
Preuve. Soit x1, . . . , xn) un syste`me de coordonne´es locales sur U ⊂ M , p1, . . . , pn les coordonne´es
duales sur le T ∗U de sorte que (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn, t) est un syste`me de coordonne´es sur U × R. Le
premier point de ce lemme se de´montre par un calcul direct en coordonne´es locales : on peut aussi utiliser
le the´ore`me 3.3 dans [6]. Le second point vient de ce que, dans ces coordonne´es, mH s’e´crit :
(x1, . . . , xn, p1, . . . , pn, t) 7→ (x1, . . . , xn, H(x, p, t) p1, . . . , H(x, p, t) pn, t),
et de ce que la diffe´rentielle de cette application est un multiple de l’identite´ en tout point ou` p1 = . . . =
pn = 0, le coefficient de multiplication e´tant H(x, 0, t). Le dernier point vient de ce que le tire´ en arrie`re
1. Re´sultat qui fut ensuite rede´montre´ dans [4], lemme 4.2
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de H(x, p, t)(dt +
∑n
i=1 pidxi) par mH est H(x,
p
H(x,p,t) , t)dt +
∑n
i=1 pidxi, comme un calcul direct le
montre. 
Proposition 1 Soit (M, θ) une varie´te´ de contact.
(i) Tout feuilletage de Legendre est localement applatissable.
(ii) Soit F un feuilletage de Legendre plat pour θ et f ∈ C∞(M,R∗). Le feuilletage F est plat pour fθ
si et seulement si f est constant sur les feuilles du feuilletage F .
Preuve. Le premier point de cette proposition de´coule du troisie`me point du lemme 2.1 et du the´ore`me
3.3 dans [6]. Pour le second point, il est connu (voir par exemple Marle-Libermann [7]) que pour toute
fonction f ∈ C∗(M,R∗+), fθ est encore une forme de contact et que son champ de Reeb est
η
f
+Xln(f) ou`
Xln(f) est le champ hamiltonien de ln(f). 
Nous allons construire une classe dans le premier espace de cohomologie du faisceau des fonctions
constantes sur les feuilles du feuilletage F , faisceau que l’on notera encore F , dont les sections sur un
ouvert U ⊂M sont note´es FU .
Par le premier point du lemme 1, il existe un recouvrement (Ui)i∈I de M et, pour chaque indice i ∈ I,
une fonction fi ∈ C∞(Ui,R+) telle que F|Ui soit plat pour fiθ. Quitte a` remplacer fi par −fi, on peut
supposer que ces fonctions sont strictement positives.
Pour toute paire d’indice (i, j) ∈ I2, la fonction fij := fi/fj est telle que F est a` la fois plat pour la
forme de contact fiθ et pour la forme de contact fjθ = fjifiθ. Le second point du lemme 1 implique que
fij ∈ FUij , et donc que ln(fij) ∈ FUij . Cette dernie`re famille de fonctions ve´rifie e´videmment :
ln(fij) + ln(fjk) + ln(fki) = ln(fi)− ln(fj) + ln(fj)− ln(fk) + ln(fk)− ln(fi) = 0
et donc de´finit une classe dans le premier espace de cohomologie H1(F) du faisceau F , classe que l’on
notera [Obs(θ,F)].
The´ore`me 2.2 Soit (M, θ,F) une varie´te´ de contact munie d’un feuilletage legendrien F . La classe
[Obs(θ,F)] ∈ H1(F) est bien de´finie 2 et ve´rifie [Obs(θ,F)] = [Obs(Fθ,F)] pour toute fonction F ∈
C∞(M,R∗). De plus, les points suivants sont e´quivalents :
(i) [Obs(θ,F)] = 0,
(ii) le feuilletage F est applatissable.
Preuve. Le second point du lemme 1 implique qu’un autre choix des fonctions fi ci-dessus serait de
la forme hifi, ou` les fonctions hi appartiennent a` FUi, ce qui revient a` remplacer ln(fij) par ln(fij) +
ln(hi)− ln(hj), autrement dit a` ajouter un cobord.
De plus [Obs(θ,F)] = 0 si et seulement si il existe un recouvrement Ui et des fonctions hi appartenant
a` FUi telles que ln(fij) + ln(hi)ln(hj) = 0. Pour tout indice i, la forme hiθ est une forme de contact
globalement de´finie sur M et le feuilletage est plat pour cette forme. La re´ciproque est e´vidente. 
Dans le cas des feuilletages de Legendre F , il y a une notion de sous-varie´te´ transverse qui consiste 3
a` exiger que pour tout n dans la varie´te´ transverse N :
TnN ⊕ TnFn ⊕ 〈η〉 = TnM (3)
Des conside´rations cohomologiques ge´ne´rales et le the´ore`me 2.2 impliquent le re´sultat suivant.
Corollaire 2.3 Soit (M, θ,F) une varie´te´ de contact munie d’un feuilletage de Legendre F . Toute sous-
varie´te´ N transverse au feuilletage (au sens donne´ par (3)) admet un voisinage V auquel la restriction
du feuilletage F est applatissable.
2. Autrement dit, ne de´pend pas des choix faits lors de sa construction
3. La terminologie est ici trompeuse : une varie´te´ transverse a` un feuilletage de Legendre n’est pas transverse au feuilletage.
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Preuve. Ce corollaire vient tout simplement de ce qu’il existe un voisinage V de N sur lequel H1(F) = 0.
Ceci vient a` son tour de ce qu’il existe un voisinage de N×{0} dans N×R tel que l’image de l’application
N × R → M de´finie par (n, t) = ϕt(n) (ϕt e´tant le flot du champ de Reeb) est une sous-varie´te´ N
′
transverse (au sens usuel) au feuilletage F et donc un voisinage V de N ′ dans M sur lequel le feuilletage
F de´finit une fibration sur N ′ dont les fibres sont, topologiquement, des boules ouvertes. Sur cet ouvert,
on a e´videmment un isomorphisme entre H1(M,F) et le H1 du faisceau des fonctions lisses sur N , lequel
est nul. Le the´ore`me 2.2 permet alors de conclure. 
3. Forme semi-locale des feuilletage de Legendre plats
Nous donnons maintenant un re´sultat semi-local dans le cas plat.
Proposition 3.1 Soit (M, θ) une varie´te´ de contact munie d’un feuilletage legendrien plat. Toute varie´te´
legendrienne N transverse 4 au feuilletage F admet un voisinage diffe´omorphe a` un voisinage de la section
nulle dans l’espace des jets T ∗N × R par un diffe´omorphisme qui
(i) e´change N et la section nulle de T ∗N × R→ N ,
(ii) e´change F et les fibres de la projection T ∗N × R→ N × R
(iii) e´change la forme θ et la 1-forme dt+ λ, ou` λ est la forme de Liouville sur T ∗N .
Preuve. Quitte a` se restreindre a` un voisinage V de N dans M , on peut supposer que l’union NF
des feuilles de F|
V
qui intersectent N est une sous-varie´te´ (de dimension 2n) de V ⊂ M . La forme
dθ, restreinte a` NF , est symplectique. Pour cette forme ω := dθ|NF , le feuilletage F est un feuilletage
lagrangien et N est une sous-varie´te´ lagrangienne. Par un the´ore`me de Weinstein, il existe un voisinage
de p(N) dans NF isomorphe, via un diffe´omorphisme Ψ, a` un voisinage de la section nulle dans T
∗N ,
diffe´omorphisme qui e´change ω et la 2-forme canonique du cotangent, que l’on note encore ω, et qui
e´change la restriction de F a` NF avec les fibres de la projection T ∗N → N .
Comme le champ de Reeb est transverse a` la sous-varie´te´ NF et conserve le feuilletage, l’application
Φ : T ∗N × R→ V de´finie par :
(α, t) 7→ φt(Ψ(α)).
ou` φt est le flot du champ de Reeb, est un diffe´omorphisme d’un voisinage W de la section nulle dans
l’espace des jets T ∗N × R→ N dans un voisinage de N dans M que l’on appellera encore V .
Montrons que ce diffe´omorphisme Φ convient ce pour quoi il suffit de de´montrer que θ′ = Φ∗θ co¨ıncide
avec dt+ λ, les conditions (i) et (ii) e´tant e´videmment ve´rifie´es.
Commenc¸ons par e´tablir quelques proprie´te´s. Comme Φ e´change le champ de Reeb η avec le champ de
vecteur ∂
∂t
, cedernier est lle champ de Reeb de θ′, soit :
ı ∂
∂t
θ′ = 1 et L ∂
∂t
θ′ = 0 = 0 (4)
Comme la restriction a` T ∗N × {0} de dθ′ co¨ıncide avec la forme symplectique canonique de cet espace,
les relations (4) impliquent la relation suivante :
dθ′ = dλ. (5)
Comme la section nulle et les fibres de la projection sont des sous-varie´te´s legendriennes, on a aussi :
θ′|N = 0 et θ
′|F = 0 pour toute fibre de la projection canonique. (6)
4. Ce qui signifie, on le rappelle, que l’e´quation (3) est satisfaite, et diffe`re du sens usuel.
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Toutes ces proprie´t’es impliquent que θ′ co¨ıncide avec dt + λ et ache`ve donc la preuve de (iii). Pour
commencer, la partie gauche de (4) implique que θ′ = dt + µt ou` µt est, pour tout t, une 1-forme sur
T ∗N . La partie droite de (4) implique que cette 1-forme ne de´pend en fait pas de t. On la note par µ. Par
(5), la 1-forme θ′−λ−dt = µ−λ ve´rifie d(λ−µ) = 0. Ceci implique que, localement, d(µ−λ) = dg pour
une certaine fonction g qui ne de´pend pas de t. La partie gauche de (6) implique que g est constante le
long des fibres de la projection canonique, et provient donc d’une fonction h sur N . La partie droite de
(6) implique alors que cette fonction h est a` son tour constante, et donc que µ = λ, ce qui implique (iii)
et ache`ve la de´monstration du the´ore`me. 
4. Forme semi-locale des feuilletage de Legendre : cas ge´ne´ral
Soit (M, θ,F) une varie´te´ de contact munie d’un feuilletage legendrien, et N une sous-varie´te´ de Le-
gendre transverse au feuilletage. Le corollaire 2.3 implique qu’il existe une fonction f ∈ C∞(M,R∗+) telle
que F est plat pour fθ, pourvu que l’on se restreigne a` un voisinage suffisamment petit de N . Par la
proposition 3.1, il existe un diffe´omorphisme Φ de varie´te´s de Lengendre entre un voisinage U de N dans
M et un voisinage de la section nulle (T ∗N ×R)→ N qui envoie F sur le feuilletage naturel F˜ et fθ sur
la forme de contact naturelle dt + λ. En conse´quence, Φ envoie la forme de contact θ sur F (dt + λ), ou`
F = Φ∗f est une fonction qui ne s’annule jamais sur un voisinage de la setion nulle. Le lemme 2.1 donne
alors le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.1 Soit (M, θ) une varie´te´ de contact munie d’un feuilletage legendrien. Toute varie´te´ le-
gendrienne N transverse 5 au feuilletage F admet un voisinage diffe´omorphe a` un voisinage de la section
nulle dans l’espace des jets T ∗N × R→ N par un diffe´omorphisme qui
(i) e´change N et la section nulle de T ∗N × R→ N ,
(ii) e´change F et les fibres de la projection T ∗N × R→ N × R
(iii) e´change la forme θ et la 1-forme Hdt + λ, ou` H est une fonction sur T ∗N × R qui ne s’annule
jamais sur un voisinage de la section nulle et ou` λ est la forme de Liouville sur T ∗N .
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